..:: O Principio da Inducio Finita.

O principio da inducdo finita ¢ um método matematico poderoso de demonstragio

(¢

dedutiva que permite ao matemdatico concluir se uma inducido ou proposicdo matemadtica

(€N

completamente verdadeira ou falsa. Mas, vale ressaltar, nio é o unico. Esse método
basicamente utilizado quando as proposicdes estdo inseridas no conjunto dos nimeros

naturais.

Por exemplo, consideremos a relacio p=2% +1, para ne N=N"U{0}. O grande
matemdtico Pierre de Fermat (1601 — 1665) acreditou que essa formula geraria apenas
nimeros primos para todo e qualquer ne N. Mas FEuler (1707 — 1783), outro fantéstico
matematico, provou que essa indugao € falsa para n =5. Vejamos:

n=0 = p=2"+1=3

n=1= p=2"+1=5

n=2= p=2>+1=17

n=3 = p=2>+1=257

n=4 = p=2" +1=65.537

que sdo todos nimeros primos. Até af, tudo bem. Mas, para n =5, temos:

n=5 = p= 27 +1=22+1=4.294.967.297 = 641x6.700.417 , que constitui um
nimero divisivel por 641. Portanto, Euler estd certo. Fermat, infelizmente, errado.

O método que aplicamos anteriormente € conhecido como inducdo vulgar, dada sua
parcialidade.

Por isso, foi preciso desenvolver um método para que os matemadticos ndo caissem em
erros como este. E o método foi o Principio da Inducdo Finita.

Seja N o conjunto dos nimeros naturais ou inteiros positivos. Seja P(n) uma
propriedade ou proposicdo verdadeira ou falsa aplicdvel aos nimeros naturais. Se:

i) P(1) (para n=1) é verdadeira e,

i) P(k)= P(k+1) Vke N também ¢é verdadeira, entio:

a proposicdo P(n) é verdadeira Vne N.

Costuma-se generalizar o principio da inducio em i. Se:

i) P(r) (para re N) € verdadeira e,

ii) P(k)= P(k+1) Vke N também é verdadeira, entdo:
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a proposicdo P(n) é verdadeira Vne N.
Vejamos alguns exemplos:

1) Consideremos a igualdade:

nn+1)

1+2+3+4+...+n:T,para ne N.

Poderiamos atribuir valores a n de tal maneira a se verificar a proposicao:

nel— = 10+1)

n=2 = 14+2=22*D

n=3 = 14243=-6+D

4(4+1)

n=4=1+2+3+4=

n=10= 1+2+3+4+5+6+7+8+9+10=—10(12+1)

Parece que essa indugdo é realmente vdlida para todo ne N. Mas, como podemos
provar isso de maneira convincente e irrefutivel? Ou, como podemos provar que essa inducdo
serd realmente vélida sempre?

Simples, utilizando o principio da inducdo. Observe:

i) para n=1, temos 1= 1a+1)

. (verdadeiro)

ii) para n =k, temos 1+2+3+...+k =

k(k2+ D (hipotese)

P(k) = P(k+1). Assim, para n=k +1, devemos ter:

1+2+3+...+k+(k+1):w

(tese)

Partindo da hipdtese, somaremos k +1a ambos os membros da igualdade:
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1424+3+...+k+(k+1)= k(k+1)

+(k+1)

142434, +k+(k+1) = k(k“);z(k“)
1+2+3+...+k+(k+1):%ék+2)

Que constitui P(k+1).

Logo, a indugdo € valida Vrne N.

2) Voltemos agora para p=2> +1; ne N=N"U{0}, que seriam, por indugio, todos
ndmeros primos - os conhecidos primos de Fermat. Nao se sabe ao certo se os primos de
Fermat sdo finitos. Tém-se conhecimento de que os nimeros de ordem 5 até 23 sdo
igualmente compostos. Existe um teorema que diz: “Um primo de Fermat é igual ao produto

de todos os anteriores mais 2”. Vamos tentar provar tal afirmativa.
Seja p, = 2% +1; ne N=N"U{0} um primo de Fermat.
De acordo com o teorema;
Po-Pr-PaPua-P iy t2= D,
i) Para n=1, temos p,+2=p, = 2" +2=2" = 4=4 (verdadeiro)
i) Para n =k, temos p,.p,.p,...p,_»-P,_,+2= p, (hipétese)
P(k)= P(k+1); para n=k+1, devemos ter:

Do-Dy-Pa-DPios-Piy-Pr T 2= D, (tese)
Sabemos, da hipdtese, que:

Do-Dy-Pr--Dir-P iy t2=D;
Logo,

Po-P1-Pre-Pia-P 1= Pr —2

Substituindo na tese, obtemos:
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(P =2 P +2= Py
(2" +1-2)(2" +1)+2=p,.,

(2% -1)(2* +1)+2=p,,,
(2%) -1 +2=p,,

2 +1= Din

27" +1= Pra

Prv1 = Pini

Logo, o teorema € valido Vne N.

nn+1)(2n+1)

3) Vamos provar que 124224324 ...+ n?= 5

, Vne N.

1A+D2+1)

i) Para n=1, temos que 12 = 6

= 1=1 (verdadeiro)

ii) Para n=k, temos que 12+22+32+...+ k2=

k(k + 1)6(2k D instese)

P(k)= P(k+1); para n=k+1, devemos ter:

(k+1)(k+2)(2k +3)

12+22+32+ . +k2+(k+1)2 = p

(tese)

Demonstragdo:

Partindo da hipétese, somaremos (k +1)? a ambos os membros da igualdade:

k(k +1)(2k +1)

12422432+ .+ k2+(k+1)2= +(k+1)2

(k2+k)(2k+1)+6k%2+12k+6

6
k3+k2+2k2+k+6k2+12k+6

6
2k3+9k2+13k +6
6
O polinémio 2k3+9k2+13k +6 pode ser fatorado na forma:
2k3+9k2+13k+6=(k+1)(k +2)(2k +3)

Logo,

124224324+ k24 (k +1)2 =

12422432+ .+ k2+(k+1)2= 2

124224324+ k2+(k +1)2 =

(k+1)(k+2)2k+3)

124224324+ k24 (k +1) = -

Que constitui P(k+1).

Assim, a indugdo é valida Vrne N.
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4
4) Seja a desigualdade 13+ 23+33+...+n3> % , Vne N. Vamos demonstra-la.

4
i) Para n=1, temos que 13 >1Z =1 >i (verdadeiro)

4
ii) Para n =k, temos que 134+234+33+ ...+ k3> % (hipétese)

P(k)= P(k+1); para n=k+1, devemos ter:

k+1)*

13423433+ +k3+(k+1)3> (tese)

Demonstragdo:

c o k*
Através da hipdtese, sabemos que 13+234+334+.. +k3>—.

Somando (k+1)® a ambos 0os membros, obtemos:

4
13+ 23+33+...+k3+(k+1)3>%+(k+l)3

134254 304 ko (k1> K HAEEDR
k' 4+ 4k +D)(k2+2k +1)
4
k' +4k34+2k2+ k+ k24 2k +1)
4
k* +4(k3+3k2+3k +1)
4
k*+4k3+12k2+12k + 4
4

B+23+33+ .+ k3+(k+1)3>

13423433+ +k3+(k+1)3>

B+23+33+ .+ k3+(k+1)3>

13423433+ +k3+(k+1)3>

Desenvolvendo (k+1)*, obtemos:

(k+1)* = (k + 120k +1)2 = (k2 + 2k + 1)(k2 + 2k +1)
(k+1D)* =k* +2k3+ k2 4+ 2k3+ 4k2 + 2k + k2 + 2k +1
(k+1)* =k* +4k3+6k2+ 4k +1

Podemos, entdo, fazer:
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k*+4k3+12k2+12k +4
4
k* +4k3+ 6k2+ 4k +1+ (6k2+8k +3)
4
(k+1)* +6k2+8k +3
4

Como 6k2+8k+3>0 Vke N, podemos descartd-lo. Temos a tese:

13423433+ +k3+(k+1)3>

B+23+33+ . +k3+(k+1)3>

13423433+ +k3+(k+1)3>

4
13+ 23+33+...+k3+(k+1)3>m

Assim, a indugdo é valida Vne N.

5) Mostrar que n3+2n ¢ divisivel por 3.
i) Para n=1, temos que 13+2.1=3, que ¢ divisivel por 3 (verdadeiro)
ii) Para n =k, temos que k3+2k € divisivel por 3 (hipdtese)

P(k) = P(k+1);para n=k+1, devemos ter:

(k+1)3+2(k+1) (tese)

Demonstragdo:
Vamos desenvolver a tese, de maneira que:
(k+13+2(k+1) =k3+3k2+3k +1+ 2k +2 =k3+ 2k + 3(k2+ k +1)

Sabemos que k34 2k ¢ divisivel por 3 (por hipdtese). Temos que 3(k2+k +1) também
Logo, a indugdo € vdlida Vne N.

6) Mostrar que n(n+1)(n+2) € divisivel por 6.
i) Para n=1, temos que 1(1+1)(1+2) =6, que é divisivel por 6 (verdadeiro)
ii) Para n =k, temos que k(k +1)(k +2) é divisivel por 6 (verdadeiro por hipdtese)
P(k)= P(k+1); para n=k+1, devemos ter:
(k+1)(k+2)(k+3) (tese)
(k+D(k+2)(k+3)=k(k+1D(k+2)+3(k+D(k+2)=[k(k+1)(k+2)]+3(k+1)(k+2)

z

Observamos que o termo entre colchetes € a hipdtese. O outro termo também é

divisivel por 6. Logo, a indugdo € verdadeira Vne N.

Podemos fazer ainda:
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6lk(k+1)(k+2) = k(k+1)(k+2)=6¢g (por hipétese), e
61(k+D(k+2)(k+3) = (k+1)(k+2)(k+3)=06h (por tese).
sendo g e h duas constantes quaisquer.

Logo,

_6q _ o
(k+1)(k+2)_k e (k+D)(k+2) i3

Entdo, podemos fazer :

k  k+3 k k+3 k+3
k(k+1)(k +2)=6q = k(k+1)(k+2)=6(kh—k3) — (k+1)(k +2)(k +3) = 6h (tese)
+

.::. Esta demonstrado.

7) Vamos demonstrar agora a seguinte desigualdade, proposta pelo matematico

Jacques Bernoulli (1654 — 1705).

“Quailquer que seja 0 nimero x=-—1 e o nimero inteiro n>1, vale a seguinte
desigualdade:
A+x)"=21+nx”

Temos que se x >0, essa desigualdade segue a férmula binomial, ou seja:

n n —
(I+x)" = Z( Jl"_kxk :1+nx+@x2+...+x” = (1+x)" >1+nx
k=0
Vamos generalizar a demonstragio, para x > —1.

i) Para n=1, temos que (1+x)' 21+1.x = 1+x=1+x (verdadeiro)
ii) Para n =k, temos: (1+x)* >1+kx.
P(k)= P(k+1); para n=k+1, devemos ter:
(1+x)"" 21+ (k+Dx (tese)

Demonstragdo:

Multipliquemos ambos os membros da hip6tese por 1+ x.
I+ x)0+x) 20+ x)(1+kx) = (+0)"" 2 1+kx+x+k2 = 1+ 214+ (k+Dx+kx2?
Como kx2=0Vxe R;ke N, podemos desprezar este termo, obtendo:
1+ )" 21+ (k+Dx

Logo, a indugdo € verdadeira Vne N.
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» (n
8) Vamos demonstrar a validade da expansao binomial (a+b)" = Z( ja”"b’ .

r=0

1
i) Para n=1, temos que (a+b)' = Z(njal_’b’ = a+b=a+b (verdadeiro)
r

r=0
L (k
i) Para n =k, temos que (a+b)" = Z( Jak_rbr (hipGtese)
=0\ "
P(k)= P(k+1); para n=k+1, devemos ter:
Mik+1
(a+b)' = Z[ Jak“"b’ (tese)

r=0

Demonstragdo:

Partindo da hipétese, vamos multiplicar (a +5) a ambos os membros da igualdade:

]
wrorr=af oo 5[ )ov)

Zk: k—r+1br+Zk: k k—rbr+1
r . r .

r=0 r=0

(a+b)a+b) = (a+b)(i
0

r=|

=~

(a+b)*

Sabemos que:

Kk (k k k k k (k
z a“ " = a'p’ + a‘b+..+ a'bt =a"*' + z a“ e e
r=0 r 0 1 k r=1 r

L (k k k k k ik
Z ak—rbr+l — akbl + ak—le +. .+ albk + aObk+l — bk+l _I_Z ak—rbr+l
r=0 r 0 1 k _1 k r=0 r

Podemos, entdo, fazer:

k+1 : k k—r+lyr : k k—rg r+l
(a+b)" = E a’""b" + E a’'b
r

r=0 r=0 r

k+1 __ k+1 ‘ k k—r+ly.r < k k—rg r+l k+1
(a+b)" =a"" + Z a’""bh"+ Z a b +b
r=1 r r=0 r
k+1 _ _k+l k+1 . k k—r+lgr L k k—r+lgr
(a+b)"" =a"" +b +z a b +Z | a b
r—

=1 \ I’ r=1

Observe que:
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a _
k-2 1
k k k k k
z a“ = a‘b' + a“ b .+ a’b* ' + a'b”
2\ oy 0 1 k-2 k-1

Logo,
§ k k—rbr+l — i k k—r+lbr
=0\ V' =1 \ V' -1

Continuando com o desenvolvimento,

k k
(a+b)k+l :ak+1+bk+l+z(kjak—r+lbr+z(k ljak—rﬂbr

r=1 r r=1 r—

k+1 _ _k+l k+1 S k k k—r+lg r
(a+b)" =a"" +b" + ) + a“"'p
=l\r r—1

Temos, agora, que:

k k k! k!
+ = +
r r=1) rlWk-r)! (r—-DlWk—-r+1)!
k k k! k!
+ = B
r r=1) r(r=DWk—-r)! (r-DWk—r+1)(k—-r)!
k N k _ (k—r+1).k! N rk!
r r=1) r(r=DWk-r+1)k—=r)! r(r-DWk—r+1)(k—r)!
k N k 3 (k+Dk!
r r=1) r(r=Dik-r+1)(k—r)!
k N k _ (k+D)!
r r=1) rlk—r+I)!
k k (k+lJ
+ =
r r—1 r
Assim,

k(k+1
(a+b)k+l — ak+1 +bk+1 +Z( Jak—rﬂbr

=1 \[J'
(a +b)k+l — g k +1 ak—r+lbr
=0\

Que constitui P(k+1).

Logo, a indugéo é verdadeira Vne N.
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